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Jean Fourier

(1768-1830)

[…] mathematical analysis is as extensive as
nature itself; it defines all perceptible
relations, measures times, spaces, forces,
temperatures; […] It brings together
phenomena the most diverse, and discovers
the hidden analogies which unite them […]
it seems to be a faculty of the human mind
destined to supplement the shortness of life
and the imperfection of the senses.

The interplay of  physics and mathematics:
A fascinating theme!



Student trajectory

The Aha-Moment (Why questions) in Math (~ 12)

Similar feeling with Physics! (~ 15)

Civil Engineering – Physics and Mathematics

Teaching experience

Mathematics in High School (2000)
Physics in High School (2001)

Physics at University (2004)
Mathematics (Calculus and Linear Algebra) at University (2006)

How can mathematics support physical understanding and vice-versa? 

The interplay of  physics and mathematics:
Personal motivation



PHYSICS MATHEMATICS

HISTORY

Mathematics → Physics
- Language     - Reasoning     - Conceptualization

- Formal predictions: Antimatter, E-M Waves

Framing the problem: Apparent inconsistency

What did mathematics do to physics? (Gingras, 2001) 



Physics è Mathematics

The desire to understand nature has had the
most constant and happiest influence on the
development of mathematics. In the first
place the physicists set us problems whose
solution they expect of us. But in proposing
these problems, they have largely paid us in
advance for the service we shall render them,
if we manage to solve them.

Henri Poincaré

(1854-1912)



PHYSICS MATHEMATICS

HISTORY

Mathematics → Physics
- Language     - Reasoning     - Conceptualization

- Formal predictions: Antimatter, E-M Waves

Physics → Mathematics
- Understanding nature     - Source of  problems

- Motivation: Calculus, Vector Algebra, Fourier Analysis

Framing the problem: Apparent inconsistency



Ø Physics’ classes: Math is a calculation tool

Ø Math’s classes: Physics is an application of math

PHYSICS MATHEMATICS

HISTORY

EDUCATION

Framing the problem: Apparent inconsistency



Technical (instrumental, procedural) Structural (relational, organizational)

Blindly use equations to solve quantitative 
problems (plug-and-chug)

Derive an equation from physical principles 
using logical reasoning

Focus on algorithmic manipulations Focus on physical interpretations

Use arguments of  authority; Rote 
memorization of  equations and rules

Justify the use of  specific mathematical 
structures to model physical phenomena

Fragmented knowledge: memorize different 
equations for each specific case

Structured knowledge: connect apparently 
different physical assumptions through logic

Identify superficial similarities between 
equations (e.g. d =1/2 gt2 and K =1/2 mv2)

Recognize profound analogies and common 
mathematical structures behind different 
physical phenomena (e.g. Central force field)

Mathematics seen as calculation tool Mathematics seen as reasoning instrument

Mathematics as “just another” language to 
represent and communicate

Mathematics is essential to define physical 
concepts and structure physical thought

The role(s) of  mathematics in physics:
Technical and Structural dimensions



Case-study: Structural dimension in physics lectures
PhD at USP and TU Dresden – PR-STPER (in press)

- Excellent reputation und evaluation
- Emphasize the structural role of math
- Didactic strategies

Lectures filmed

- Relativity and Electromagnetism 
- Total of  70h of  data
- Focus on the use of  math 
- 20 Episodes (concepts and problems)
- Analysis with Videograph (20s)
- Semi-structured interview



Mathematizing

Interpreting

Visual

Analogy

Deduction

Philosophy

Metacognition

Technical

Categories of  analysis



M1 - Assumptions: approximate, idealize, relevant variables

in part, because he believed that the universe had been ordered so that
motion would be simple and that there was ‘‘no reason’’ for the longer path
to take a longer time than the shorter path. While Galileo’s most famous
conclusion about the pendulum has only partial legitimacy, its importance
resides (a) in it being the first known scientific deduction about the
pendulum, and (b) in the fact that the insight of approximate isochronism
is part of the opus of a very famous seminal character in the history of
physical science. In these circumstances, the pendulum begins its history as
a significant model in physical science and, as we will see, continues to
justify its importance in science and technology during the succeeding
centuries.

2.2 The simple pendulum

The simple pendulum is an idealization of a real pendulum. It consists of a
point mass, m, attached to an infinitely light rigid rod of length l that is
itself attached to a frictionless pivot point. See Fig. 2.3. If displaced from its
vertical equilibrium position, this idealized pendulum will oscillate with a
constant amplitude forever. There is no damping of the motion from
friction at the pivot or from air molecules impinging on the rod. Newton’s
second law, mass times acceleration equals force, provides the equation of
motion:

ml
d2!

dt2
¼ "mg sin !, (2:1)

where ! is the angular displacement of the pendulum from the vertical
position and g is the acceleration due to gravity. Equation (2.1) may be
simplified if we assume that amplitude of oscillation is small and that
sin !# !. We use this linearization approximation throughout this chapter.
The modified equation of motion is

d2!

dt2
þ g

l
! ¼ 0: (2:2)

The solution to Eq. (2.2) may be written as

! ¼ !0 sin (!tþ "0), (2:3)

where !0 is the angular amplitude of the swing,

! ¼
ffiffiffi

g

l

r

(2:4)

is the angular frequency, and "0 is the initial phase angle whose value
depends on how the pendulum was started—its initial conditions. The
period of the motion, in this linearized approximation, is given by

T ¼ 2#

ffiffiffi

l

g

s

, (2:5)

u

m

Fig. 2.3
The simple pendulum with a point
mass bob.

The simple pendulum 9

• No damping (friction/air)

• Infinitely light rigid rod

• Point mass

• Small angles

• Point masses

• Random movement

• Elastic collisions

• No interaction

Mathematizing (from Physics to Math)

You can approximate one road as a one-dimensional thing. Its length is
much bigger than its width. One strand of hair, you can think of it as a one-
dimensional thing. Does it have only one dimension? No! It has 3.



In order to maintain the symmetries of space and time this rule has to be a
linear transformation.

M2 - Use mathematical structures (“Prefabricated math”)

Physical aspect   è Math structure

Periodic         è Trig. functions
Direction è Vectors

Projection è Scalar product
Order matters è Matrices

Mathematizing (from Physics to Math)



What do you (physically) expect from the result? Test/play with the
result. What if x, y or z = 0? Is it reasonable? If you don’t expect
anything from an equation you’re lost.

Interpreting (from Math to Physics)

Assigning physical meaning to mathematical expressions
(what does it say/mean?)

Analyzing special and limit cases



Algorithmic manipulations

Arguments of authority

Explanation of the technique

Technical (manipulations and authority)
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a gente está tratando e o exercício tem q ser resolvido nessa moldura. Mas o que eu quero 
dizer, no eletromagnetismo, nos vamos querer uma coisa mais difícil de vocês, que você seja 
capaz não só de fazer isso, mas seja capaz de olhar sua caixa de ferramentas e falar o 
seguinte, o que eu faço, que hora que eu uso o que? Isso exige maturidade e treino. 
 

Assim, é possível considerar dois níveis distintos ao se utilizar matemática para tentar 

compreender os fenômenos da física. No primeiro, a matemática está sempre relacionada com 

grandezas físicas (matematização e interpretação) enquanto que no segundo ela não tem 

nenhum vínculo com este e segue suas próprias regras internas. Possivelmente, diferentes 

pesos dados a esses dois enfoques durante aulas/explicações de física são determinantes para 

avaliarmos a qualidade das mesmas e, consequentemente, para uma melhor compreensão do 

pensamento matemático como estruturador de teorias físicas por parte dos estudantes. 

Com o objetivo de visualização dessa diferenciação, representamos as três categorias 

apresentadas até agora no modelo apresentado na Seção 2.3 (ver Figura 14). Essas categorias 

– as quais são normalmente mutuamente exclusivas – formam um conjunto no qual 

ações/processos são analisadas(os), indicando “o quê” o professor estava fazendo 

(matematizando, interpretando ou manipulando) em cada unidade de tempo analisada (20 s) e 

é possível representar cada ação com setas que ilustram movimentos. 

                                     

Figura 14: Categorias matematização, interpretação e técnica representadas no modelo proposto na 
Seção 2.3. 

 
Além de identificarmos “o quê” o professor estava fazendo (matematização, 

interpretação ou técnica) durante o processo de categorização das aulas, fomos percebendo a 

necessidade de criar categorias para a analisar a maneira “como” o professor efetuava tais 

etapas, as quais muitas vezes estavam associadas a estratégias didáticas. Essa intenção nos 

leva à próxima categoria de análise, a qual está relacionada com o intenso uso de 

representações visuais durante as aulas. 
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Visual representations

V1 - Gestural

V2 - Pictorial



Analogical reasoning

A1 - Everyday life examples/physical material analogies

A2 - Recognizing formal analogies

Where can we find gradient in nature? [...] Weather, pressure, heat...
Can dogs calculate the gradient? How can a dog find a steak inside a
dark room?

Today we learned some strategies to deal with distributions of things.
This is very general, it can be with charge, mass, population,
anything that needs to be distributed.



Deductive reasoning

Galilei‘s Two New Sciences (1638)
Euclid‘s Elements (circa 300 BC)

S: I’m not convinced that these components should be equal to those. Isn’t there a more
rigorous way of proving that?
P: Can you demonstrate this equality from a mathematical point of view? The answer is no!



Philosophy

In physics we use mathematics in a very intuitive way. The mathematician thinks
differently, but as physicists our thought is very related to the material world.

This (reference of frame) is a reasoning instrument, it is not in nature, but in
your mind. It is an invention.

Metacognition

Think and ask yourself if you really understood the problem, not more or less

Wait a minute. Now I’m using a different strategy to cut the body. Do you think
it is better to do it like this? Does the answer depend on the strategy
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20 segundos foram categorizados simultaneamente como Matematização (M1 – Idealização), 

Analogia (A1 – Exemplos do cotidiano) e Representações visuais (V1 – gestos). As categorias 

de análise são devidamente apresentadas, exemplificadas e justificadas no Capítulo 4.  

 
Figura 13: Interface do videograph durante a categorização. 

É interessante notar que o próprio processo de categorização utilizando o videograph 

auxilia na definição das categorias. Utilizando os diagramas fornecidos pelo programa e 

trechos das aulas foi possível apresentar e discutir a concepção das categorias com colegas e 

professores. Objetivando minimizar o grau de subjetividade da categorização, realizamos 

duas sessões de validação das mesmas. 

As sessões foram organizadas da seguinte forma: primeiramente, as categorias foram 

apresentadas e a categorização de um pequeno trecho de aula foi exposta e justificada. Em 

seguida, quatro colegas pesquisadores categorizaram cinco pequenos trechos (em torno de 7 

min) individualmente. Por fim, as categorizações realizadas por eles foram comparadas com a 

realizada previamente por nós. A categorização inicial já revelou um nível satisfatório de 

concordância (entre 60-70%), o qual foi elevado (cerca de 80 %) após uma discussão coletiva 

sobre as interpretações e critérios utilizados.   

Por fim, duas entrevistas de aproximadamente uma hora cada foram conduzidas com 

o professor, visando a investigar as justificativas do mesmo para as diferentes abordagens 

representadas em cada categoria. Tais entrevistas também serviram como validação (interna) 

da categorização. No próximo capítulo, cada categoria é devidamente apresentada, 

fundamentada e exemplificada com fragmentos das aulas. 

Videograph interface: Coding variables



Episode 16: Electric flux through a disk (25 min)

Mat

Int

Vis

Ana

Ded

Epist

Meta

Tec

Quest

The situation now is more complex
because for each dS you have a different
flux […] Consider a surface element here
(z) and another here (aside), which one
has a greater flux? Why?



Mat

Int

Ded

Epist

Meta

Tec

Quest
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daqui a essa. Então a flecha cai aqui e ela vai crescendo aqui e vai ficando menor aqui na 
ponta. 
 
01:15:40 - 01:16:40 Pega um elemento da superfície aqui (no eixo z) e um aqui (afastado), 
qual deles tem maior fluxo?[…]  
A: O primeiro 
P: Por que? 
A: Ele está mais perto da carga. 
P: Por dois motivos. Primeiro porque nesse ponto aqui (próximo) a flecha é maior (gestos). 
Segundo que nesse ponto aqui a projeção da flecha sobre a normal é máxima. Tudo bem? 
Quando eu venho para cá (afasta-se do centro) o campo fica torto assim (gestos). Além de 
ficar menor. E o que interessa para calcular o fluxo é a projeção do campo sobre a normal. 
Então, na verdade, nesse ponto aqui, apenas essa componente vertical que contribui para o 
fluxo, ok? 
 
01:16:40 - 01:18:20 Então a gente está numa situação que é um pouco diferente do ponto 
de vista matemático da situação anterior, porque em cada dS que você pegar o fluxo muda, 
sim? […] Como é que você faz a conta, a gente pega um dS aqui, a gente vai cortar isso em 
coordenadas cilíndricas que é a linguagem boa para isso, esse negócio aqui (desenha) é o dS 
e essa flechinha aqui verde é a normal, tudo bem? Nessa superfície, todas as normais são 
paralelas, então eu estou falando o seguinte. Se o dS é isso e nesse ponto a normal é isso, se 
eu vier para cá (gestos com a apostila mudando de posição) também a normal é isso. Se eu 
tivesse uma esfera (gira a apostila com um giz apontando na direção normal) isso não seria 
verdade a normal anda junto com o dS, mas aqui a normal é uma só.   
 

Um bom tempo é dedicado à análise de variáveis relevantes, representação das 

grandezas físicas através de estruturas matemáticas e justificativas para o uso das mesmas em 

cada situação particular. Isso demonstra que a matematização é um processo difícil que 

demanda muito tempo e explicações claras. Naturalmente, o “girar a manivela” também faz 

parte da resolução do problema conforme representado no diagrama. Resumimos o 

desenvolvimento dos cálculos até o resultado final a seguir: 

!! ! !
!"!!

!!!!!!!
!!!!!!!

!  com !!! = 0 e !!! ! !"#$%! ! !"#$%! ! !! 

 

!!!! ! !!!!!" ! !
!

!"!!
!"#$!!!!"#$!!!!!

!!!!!!!!!! ! ! !"!"!! ! !
!"!!

!"#!#!
!!!!!!! ! !  

 

!! ! !"!
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!
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!
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!! !
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Logo depois das manipulações algébricas, feitas de maneira rápida e displicente, o 

professor faz questão de chamar a atenção dos estudantes para a discussão que sucede: 

Vis

Ana

Episode 16: Electric flux through a disk (25 min)



Mat

Int

Ded

Epist

Meta

Tec

Quest

What does it mean that the answer
depends only on a2/h2? […] Take a
disk twice as far and twice as big.
[…] This means that the flux through
every disk inside this cone is the same.

Vis

Ana

Episode 16: Electric flux through a disk (25 min)



Mat

Int

Ded

Epist

Meta

Tec

Quest

Gauss’s law inverts the order of these
things. It assumes the flux constancy as a
greater truth than that one (Coulomb).
[…] What do I learn when I say that this
is more important? Now I know WHY
the field is proportional to 1/r2.

Vis

Ana

Episode 16: Electric flux through a disk (25 min)



Conclusions & Perspectives

• Analytical tool: Categories to classify different “roles” of  
mathematics in physics instruction

• Case study: From concrete to abstract; Long mathematization;
Analogies; Metacognition (it is not easy); Philosophy

• Hypothesis: Structural dimension demands colorfulness (?)

• Compare with other Professors; Teachers; Textbooks (?)

• Assess impact on learning (tools?)


